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Résumé :  
On propose de faire le point sur la théorie mathématique des systèmes lents-rapides et de présenter des 
applications à différents champs disciplinaires dont la mécanique. 
Abstract : 
We give a survey of recent developments of the mathematical theory of fast-slow systems and of their 
applications to several fields including Mechanics. 
Mots clefs : stabilité, variété lente, oscillations, moyennisation, contrôle, bifurcations 
1    Introduction 
Au début du XXème siècle, H. Poincaré fonde l'analyse qualitative des équations différentielles 
dont ont par la suite, émergé plusieurs champs mathématiques parmi lesquels, dans une optique plus 
contemporaine, on distinguerait la théorie des bifurcations, la théorie de la stabilité et la théorie du 
contrôle. Le développement ultérieur de ces champs mathématiques se fait souvent en interaction 
avec d'autres disciplines. La théorie des bifurcations inspirée des applications à la physique, 
mécanique, biologie a développé ses outils propres jusqu'à parvenir à la classification des 
singularités génériques des champs de vecteurs en codimension 3. Il est hors de portée actuellement 
d'envisager une classification en codimension 4. On peut raisonnablement avoir le point de vue de 
choisir, dans un premier temps, d'analyser les bifurcations par leur importance dans les applications. 
Sur le rôle des mathématiques dans la modélisation, on peut citer Jean-Marie Souriau : 
« Je ne veux pas dire que les mathématiques soient en aval ou en amont du reste. Les maths, ça 
prend le relais dans les situations où l’ intelligence habituelle est en panne. Les chaussures sont un 
instrument pour marcher, les maths sont un instrument pour penser. On peut marcher sans 
chaussures, mais on va moins loin »...[1] 
2    Oscillations en salves et oscillations multi-modales 
La théorie des systèmes lents-rapides a connu un essort dans les années 80 en apportant des 
outils pour expliquer les oscillations en salves. Ce type d’oscillation est caractérisé par des 
alternances de phases dites quiescentes et de phases pulsatiles. Elles se sont révélées fondamentales 
en physiologie (profil sécrétoire des cellules neuro-endocrines, profil d’activité électrique de 
neurones,…). Mais elles sont documentées dans de nombreuses autres disciplines (physique des 
lasers, chimie (réactions chimiques oscillantes), mécanique, dynamique des populations,…). 
Les outils mathématiques pertinents pour leur étude sont d’une part le théorème d’existence des 
variétés lentes sous l’hypothèse où la variété critique est transversalement hyperbolique (Tikhonov 
[2], Anosov [3], Fenichel [4], Verhulst [5-6]) et d’autre part la théorie des bifurcations pour 
analyser les points de transition où la dynamique rapide cesse d’être transversalement hyperbolique 
[7]. 
Pour simplifier, on peut dire qu’une condition initiale générique donne une orbite qui va très vite au 
voisinage d’un attracteur de la dynamique rapide.  
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Sous la condition d’attractivité transversale, l’orbite reste au voisinage de l’attracteur. Sous 
l’influence de la dynamique lente, l’attracteur peut perdre sa stabilité et l’orbite va visiter une autre 
région de l’espace de phase au voisinage d’un autre attracteur. 
 
En présence d’un mécanisme de rétroactions lentes, on peut générer un cycle d’hystérèse. 
Une oscillation en salve se forme lorsque cette boucle d’hystérèse visite successivement un point 
stationnaire attractif et une orbite périodique attractive. 
On peut mentionner une version Hamiltonienne de ces oscillations en salves qui a été 
discutée en [15] avec un système de coordonnées action-angles. Les orbites suivent une variation 
lente des actions et visitent de façon récurrente des régions où les angles varient très rapidement. 
Plus récemment, on a, en particulier en neurosciences, étudié des oscillations multi-modales. 
Elles se caractérisent par des alternances d’oscillations de faible amplitude et d’oscillations de 
grande amplitude. Dans un système lent-rapide avec deux variables dynamiques lentes et une 
variable dynamique rapide et une surface critique cubique présentant deux lignes de pli, on peut 
avoir de telles oscillations. Dans ce cas, les oscillations de grande amplitude sont des oscillations de 
relaxation classique. Les oscillations de petite amplitude sont engendrées par des retards à la 
bifurcation découverts par E. Benoit [8].    
 
3    Moyennisation dans les variétés lentes 
 
L’étude mathématique de l’accrochage des fréquences a été initié par Malkin [9] dans le cas 
quasi-linéaire. M. Roseau a par la suite [10] étendu la méthode de Malkin au cas général. 
En 2007, A. Buica, J. Llibre et J.-P. Françoise [11] ont donné un énoncé général basé sur la 
méthode de Lyapunov-Schmidt qui comprend à la fois la méthode de moyennisation classique (et 
en particulier la méthode de moyennisation de J. Moser pour les systèmes Hamiltoniens à orbites 
toutes périodiques) et le théorème de Roseau.  
On présente, en particulier un théorème de Flatto-Levinson [12] qui permet, lorsqu’il est 
accompagné d’une moyennisation classique, d’expliquer les phénomènes de « butoir périodique » 
(« periodic buffering »). Ceci permet de caractériser pour des dynamiques lentes-rapides avec 
contrôle, des conditions portant sur les contrôles de la dynamique lente qui assure, en présence d’un 
forçage rapide, un accrochage des fréquences. 
 
4    Remarques et perspectives dans les applications des systèmes lents-rapides 
Un des apports les plus importants de la théorie des systèmes dynamiques aux applications 
est l’étude de la stabilité. Il n’est pas toujours très facile dans une situation concrète de mettre en 
pratique cette étude. La thèse de J.-M. Souriau [13] en est une belle illustration avec une discussion 
très délicate des hypothèses possibles dans l’étude de la stabilité des avions, le choix d’une méthode 
de linéarisation et la solution mathématique proposée sous la forme du calcul d’un déterminant 
complexe dont on calcule le nombre de tours qu’il fait autour de l’origine. Dans le cadre de la 
théorie des systèmes à plusieurs échelles de temps, de nouveaux problèmes de stabilité se posent. 
Par exemple, avec la théorie des bifurcations dynamiques introduite par R. Thom, on peut discuter 
les retards à la bifurcation. Les orbites correspondantes aux retards maximaux (canards maximaux) 
sont maintenant considérées comme des « séparatrices » au-delà desquelles on observe une 
transition très rapide vers de nouveaux attracteurs [14-15-16]. 
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